
第 61 卷 第 3 期
2022 年 5 月

Vol. 61 No. 3
May 2022

中山大学学报（自然科学版）（中英文）

ACTA SCIENTIARUM NATURALIUM UNIVERSITATIS SUNYATSENI

基于边界积分方程方法的可穿透非均匀介质

反散射中的传输特征值问题*

郑秋燕，刘立汉，陈容

重庆师范大学数学科学学院，重庆401331

摘 要：利用边界积分方程方法研究了可穿透非均匀介质反散射中的传输特征值问题。首先，根据可穿透非均

匀介质反散射中传输特征值问题的特征，构造Robin-Dirichlet算子，并用边界积分算子表示Robin-Dirichlet算子。

然后，由格林公式、Fredholm变换和迹定理，证明了一种算子的强制性。其次，应用紧嵌入定理和Lax-Milgram

定理，证明了另一种算子的紧性。最后，结合两种算子的性质，证明了Robin-Dirichlet算子的差算子是指数为 0

的Fredholm算子且解析。
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neous media，and the Robin-Dirichlet operator is represented by the boundary integral operator. Secondly，

the coerciveness of an operator is proved by the Green's formula，Fredholm alternative and the trace the‐

orem. Thirdly，the compact embedding theorem and Lax-Milgram theorem are applied to prove the
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在声波和电磁波的反散射问题中，传输特征值的性质可以用来估计散射体材料的性质，并且此时的

传输特征值问题是椭圆方程特征值问题的标准理论所没有包含的非线性、非自伴随特征值问题。因此，

对反散射问题中的传输特征值的研究，引起了国内外许多学者的兴趣和关注，也成为近年来一个非常活

跃的研究热点，有关这方面的详细综述见文献［1-6］。目前已经研究了一些关于传输特征值的性质，包括

传输特征值的离散性［7-8］、实传输特征值的存在性［7，9］、传输特征值在复平面的位置［10］和传输特征值在多种

假设下的一般光谱性［11-12］等。同时，也涌现一些研究传输特征值问题的数学方法，包括变分法［7，13］、边界

积分方程方法［1，14-16］和半经典分析［12，17］。尤其文献［18-19］指出，从散射数据中可以确定传输特征值，并根

据折射率可以建立传输特征值的单调性，这使得传输特征值问题的性质分析能够作为反散射问题研究的

关键点。

本文利用边界积分方程方法研究了可穿透非均匀介质反散射中的传输特征值问题。边界积分方程方

法首先是由Cossonnière和Haddar在传输特征值问题中使用，他们是利用格林公式对传输特征函数进行作

用，然后推导出一个与传输特征值问题等价的线性边界积分方程组，且线性边界积分方程组是由两个边

界积分方程构成，其对应于依赖非线性特征值参数 k的二乘二矩阵值算子。而本文则是只有一个线性边界

积分方程，也非线性依赖于特征值参数 k，很大程度上减少了计算量。

本文首先根据传输特征值问题构造 Robin-Dirichlet 算子，得到 k是传输特征值的充要条件是 Robin-

Dirichlet算子在任意折射率 n和特殊折射率 n = 1时的差算子P (k；η )的核是非平凡的，并用边界积分算子

表示Robin-Dirichlet算子，从而得到与传输特征值问题等价的边界积分方程。然后，为证明算子P (k；η )
是指数为 0的 Fredholm算子且解析，于是由格林公式、Fredholm变换和迹定理，证明了一种算子的强制

性。其次，应用紧嵌入定理、Lax-Milgram 定理，证明了另一种算子的紧性。最后，结合两种算子的性

质，证明了算子P (k；η )是指数为0的Fredholm算子且解析。

1 可穿透非均匀介质反散射中的传输特征值问题

在可穿透非均匀介质反散射中，如果 n表示具有支集D ∈ Rm (m = 2，3)的可穿透非均匀介质的折射

率，假设 n为常数且 0 < n ≠ 1，令 kn = k n . 为找到 k ∈ C，考虑当w - v ∈ H 2 (D )且存在非零的 v ∈ L2 (D )
和w ∈ L2 (D )满足方程组：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

∇ ⋅ A∇w + k2nw = 0， 在D内， (1)
Δv + k2 v = 0， 在 D内， (2)
w - v = 0， 在∂D上， (3)
∂w
∂νA -

∂v
∂ν = 0， 在∂D上， (4)

其中
∂w
∂νA = ν ⋅ A∇w，D是有界的，并具有连通补Rm \D和足够光滑的边界 ∂D，ν表示向外单位法向量，矩

阵 A ∈ L∞ (D )是描述 D的内部介质的物理性质，且是m × m维的对称矩阵值函数，并满足
-ξ ⋅ Re ( A) ξ ≥

α ξ 2
，

-ξ ⋅ Im ( A) ξ ≤ 0，ξ ∈ Cm，α是正常数，Re ( A)表示矩阵值函数中每个元素的实部Re (aij )，Im ( A)表
示矩阵值函数中每个元素的虚部 Im (aij ) .

本文的目的是从传输特征值的表征形式推导积分方程，因此根据方程组（1）~（4），定义Robin-Dirich‐

let 算子：

Rk，n：φ ↦ |u ∂D， （5）

其中u ∈ L2Δ，L2Δ (D ) ≔ { u ∈ L2 (D )：Δu ∈ L2 (D ) }，并且u满足方程组：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

∇ ⋅ A∇u + k2nu = 0， 在D内， (6)
∂u
∂νA - iηu = φ， 在∂D上， (7)

其中 η > 0；根据格林积分定理可知，Re (k ) > 0，Im (k ) ≥ 0（如果 Im (k ) < 0，则可以在阻抗条件中用 η <
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0代替）。

引理1 k是对应于方程组（1）~（4）的传输特征值当且仅当算子

P (k；η ) ≔ Rk，1 - Rk，n （8）

的核是非平凡的。进一步，如果 (Rk，1 - Rk，n )φ = 0，那么传输特征值函数w，v，即方程组（1）~（4）的非平

凡解是方程组（6）~（7）中任意折射率n和特殊折射率n = 1的解。

证明 对n而言，Rk，n：φ ↦ |u ∂D满足方程组（6）~（7）。

对n = 1而言， Rk，1：φ ↦ |v ∂D满足方程组：

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

Δv + k2 v = 0， 在D内， (9)
∂v
∂ν - iηv = φ， 在∂D上. (10)

由式（7）和式（10）可知，
∂u
∂νA =

∂v
∂ν + iη (u - v )， 在∂D上. （11）

再由Rk，n：φ ↦ |u ∂D和Rk，1：φ ↦ |v ∂D可知，

u = v， 在∂D上. （12）

将式（12）代入式（11），可得
∂u
∂νA =

∂v
∂ν， 在∂D上. （13）

因此，Robin-Dirichlet 算子以及方程组（6）~（7）与方程组（1）~（4）是等价的，进而可以利用Robin-Dirichlet

算子以及方程组（6）~（7）去考虑传输特征值问题，得证。

为了用边界积分算子来表示Robin-Dirichlet 算子，引入单层势算子Sk：

(Skψ ) ( x ) = 2 ∫∂D ψ ( y )ϕk ( x，y )dsy， x ∈ Rm \∂D，
其中

ϕk ( x，y ) =
ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

i
4 H (1)0 (k|x - y|)， 在R2中，

1
4π

eik|x - y|
|x - y|， 在R3中.

如果 ∂D是C1，1光滑的，线性算子 Sk：Hs - 12 (∂D ) → Hs + 1 (D )在-1 ≤ s ≤ 1上是连续的［20］。进一步定义 Sk在
边界∂D上的限制和法向导数：

(Skψ ) ( x ) = 2 ∫∂D ψ ( y )ϕ ( x，y )dsy， x ∈ ∂D， （14）

(K′k ψ ) ( x ) = 2 ∫∂D ψ ( y ) ∂
∂νAx ϕ ( x，y )dsy， x ∈ ∂D. （15）

于是得到

Sk：Hs - 12 (∂D ) → Hs + 12 (∂D )， （16）

K′k：Hs - 12 (∂D ) → Hs - 12 (∂D ). （17）

Sk和K′k这两种算子在-1 ≤ s ≤ 1上同样连续。

由于前面提到的传输特征值问题的解 w，v ∈ L2Δ (D )，因此它们的的迹和法向导数在边界上分别属于

H-12 (∂D )和H-32 (∂D ). 如果u ∈ L2Δ (D )，那么它的迹u ∈ H-12 (∂D )可以由以下对偶等式定义

u，τ
H-

12 (∂D )，H 12 (∂D ) = ∫D (uΔw - wΔu )dx，
其中w ∈ H 2 (D )，使得w = 0且∂w/∂ν = τ. 类似地，∂u/∂νA ∈ H-32 (∂D )的迹可以由以下对偶等式定义：

∂u
∂νA，τ

H-
32 (∂D )，H 32 (∂D )

= -∫
D
(u ⋅ ∇ ⋅ A∇w - w ⋅ ∇ ⋅ A∇u )dx，
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其中w ∈ H 2 (D )，使得w = τ且∂w/∂νA = 0.

因此，为了用单层势方法去表示 w和 v，密度必须属于 H-32 (∂D )，即 s = -1. 明显地，Skψ算子满足

Helmholtz方程，于是得到 Sk：H-32 (∂D ) → L2Δ (D )是连续的。更重要的是，通过对偶论证，可以将单层势

在边界∂D的跳跃关系扩展到密度较低的势的情况。更具体地见以下引理。

引理2［1］ 单层势Sk：H-32 (∂D ) → L2Δ (D )满足：

(Skψ )-∂D = Skψ， 在H-12 (∂D )上，

|

|

|
||
|∂(Skψ )-∂νA ∂D
= Kk ′ψ + ψ， 在H-32 (∂D )上，

其中有界线性算子 Sk：H-32 (∂D ) → H-12 (∂D )，Kk ′：H-32 (∂D ) → H-32 (∂D )分别由式（14）和式（15）给出。（算

子的上标表示从D的内部靠近边界∂D）
2 Robin-Dirichlet算子的相关性质

引理 3 假设边界 ∂D 是 C2，1 类，则 ( I + K′k - iηSk )-1：Hs - 12 (∂D ) → Hs - 12 (∂D ) 和 ( I + K′kn - iηSkn )-1：
Hs - 12 (∂D ) → Hs - 12 (∂D )在-1 ≤ s ≤ 1上都存在且有界。

证明 以 ( I + K′kn - iηSkn )-1为例。

由于算子 Skn 是-1 阶的拟微分算子，算子 K′kn 是至少-1 阶的拟微分算子（事实上算子 K′kn 在R2上是-3

阶）。因此，算子 Skn和K′kn在Hs - 12 (∂D )上是紧算子。于是算子 ( I + K′kn - iηSkn )：Hs - 12 (∂D ) →Hs - 12 (∂D )是指

数为0的Fredholm算子。

为证明算子 ( I + K′kn - iηSkn )-1：Hs - 12 (∂D ) → Hs - 12 (∂D )在 -1 ≤ s ≤ 1上存在且有界，需证明算子 ( I +
K′kn - iηSkn )在Hs - 12 (∂D )中的核是平凡的。

于是考虑 s = 0. 假设 φ ∈ H-12 (∂D ) 是 ( I + K′kn - iηSkn )的核，那么 u = Sknφ是 Helmholtz 方程的解，

u ∈ H 1 (D )，并且满足以下方程（迹从D的内部靠近边界∂D）：
∂u
∂νA - iηu = 0， 在∂D上.

格林第一公式表明，如果Re (k ) > 0，Im (k ) ≥ 0，则 u在D中 u = 0 . 另外，根据单层势在 ∂D上的跳跃

关系知 u = Sknφ是 ∂D上满足 u = 0的 Helmholtz方程的辐射解，u属于H 1
loc (Rm \D̄ ) . 外部 Dirichlet问题的唯

一性［21］表明 u在Rm \D̄中等于 0。根据 Sknφ在 ∂D上的法向导数的跳跃性，得到φ = 0，即 ( I + K′kn - iηSkn )的
核在H-12 (∂D )是平凡的。由此，在对偶系统中利用Fredholm变换［22］，得到当-1 ≤ s ≤ 1时，算子 ( I + K′kn -
iηSkn )的核在Hs - 12 (∂D )中也是平凡的。同理，算子 ( I + K′k - iηSk )-1的核在Hs - 12 (∂D )中也是平凡的，得证。

根据Robin问题：

Δu - u = 0， 在D内，
∂u
∂νA + u = 0， 在∂D上

的唯一性，在 k = i和η = i的情况下，引理3同样成立。

通过以上分析，可以用边界积分算子表示Robin-Dirichlet算子，即：

Rk = Sk ( I + K′k - iηSk )-1，
Rkn
= Skn ( I + K′kn - iηSkn )-1，

其中用Rk和Rkn
分别表示Rk，1和Rk，n，kn = k n .

进一步分析Robin-Dirichlet算子关于 k，kn的差：

P (k；η ) = Sk ( I + K′k - iηSk )-1 - Skn ( I + K′kn - iηSkn )-1. （18）

于是，有以下正则性结论。
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引理4 线性算子

φ ↦ Sk ( I + K′k - iηSk )-1φ - Skn ( I + K′kn - iηSkn )-1φ， （19）

从H-32 (∂D )映射到H 2 (D )，算子P (k；η )：H-32 (∂D ) → H 32 (∂D )，并且两个算子有界。

证明 设φ ∈ H-32 (∂D )，定义

u = Sk ( I + K′k - iηSk )-1φ - Skn ( I + K′kn - iηSkn )-1φ. （20）

将式（20）化为

u = Sk ( ( I + K′k - iηSk )-1 - ( I + K′kn - iηSkn )-1 )φ - (Skn - Sk ) ( I + K′kn - iηSkn )-1φ. （21）

由文献［2］的定理3. 2知，(Skn - Sk )是一个- 72阶的拟微分算子，于是有

(Skn - Sk )：H-32 (∂D ) → H 2 (D )，
并且根据引理3，有算子 ( I + K′kn - iηSkn )-1：Hs - 12 (∂D ) → Hs - 12 (∂D )，故得到算子

(Skn - Sk ) ( I + K′kn - iηSkn )-1：H-32 (∂D ) → H 2 (D ). （22）

现在将算子 ( I + K′k - iηSk )-1 - ( I + K′kn - iηSkn )-1化为如下形式

( I + K′k - iηSk )-1 - ( I + K′kn - iηSkn )-1
= ( I + K′kn - iηSkn )-1 ( I + K′kn - iηSkn - ( I + K′k - iηSk ) ) ( I + K′k - iηSk )-1
= ( I + K′kn - iηSkn )-1 ( (K′kn - K′k ) - iη (Skn - Sk ) ) ( I + K′k - iηSk )-1.

由于 (Skn - Sk )：H-32 (∂D ) → H 2 (D )，于是根据迹定理以及在边界上的法向导数知

(Skn - Sk )： H-32 (∂D ) → H 32 (∂D )， （23）

(K′kn - K′k )： H-32 (∂D ) → H 12 (∂D ). （24）

因此，结合式（22）~（24）以及 Sk：H 12 (∂D ) → H 2 (D )是连续的，可以得到式（21）的第一项也是从H-32 (∂D )连
续映射到H 2 (D )，故得到算子u：H-32 (∂D ) → H 2 (D )且有界。

最后，由于P (k；η )是u在∂D上的迹，因此，P (k；η )：H-32 (∂D ) → H 32 (∂D )且有界，得证。

显然，引理4在 k是纯虚数和η = i情况下依然成立。

综 上 所 述 ， Re (k ) > 0 且 Im (k ) ≥ 0 的 k ∈ C 是 传 输 特 征 值 ， 当 且 仅 当 由 式（18）给 出 的

P (k；η )：H-32 (∂D ) → H 32 (∂D )的核是非平凡的。

定理1 对任意 k > 0，kn = k ∈ n，η = i，算子

(k2n - k2 )P ( ik；i)：H-32 (∂D ) → H 32 (∂D )
是强制性的。即对任意φ ∈ H-32 (∂D )和存在常数C > 0，有

(k2n - k2 ) P ( ik；i)φ，φ H
32 (∂D )，H-32 (∂D ) ≥ C||φ||2H-32 (∂D ) .

证明 对任意u，v ∈ H 2 (D )，有

∫
D
v (Δ - k2 ) (∇ ⋅ A∇ - k2n )u dx - ∫

D
Δv ⋅ (∇ ⋅ A∇u ) + k2n∇u ⋅ ∇v + k2A∇u + k2k2nuv ) dx

= ∫
D
( vΔ(∇ ⋅ A∇u ) - Δv (∇ ⋅ A∇u ) ) dx - k2n∫

D
( v ⋅ Δu + ∇u ⋅ ∇v )dx - k2∫

D
( v (∇ ⋅ A∇u ) + ∇v ⋅ A∇u )dx.

进一步利用格林公式，得

∫
D
v (Δ - k2 ) (∇ ⋅ A∇ - k2n )u dx - ∫

D
Δv ⋅ (∇ ⋅ A∇u ) + k2n∇u ⋅ ∇v + k2A∇u + k2k2nuv ) dx

= ( )v ∂(∇ ⋅ A∇u )∂ν - (∇ ⋅ A∇u ) ⋅ ∂v∂ν ds - k2n∫∂D v ∂u∂ν ds - k2∫∂D v ∂u∂νA ds. （25）

在式子∫
D
Δv ⋅ (∇ ⋅ A∇u ) + k2n∇u ⋅ ∇v + k2A∇u + k2k2nuv ) dx中，令 v = ū，于是有

∫
D
Δū ⋅ (∇ ⋅ A∇u ) + k2n|∇u | 2 + k2∇ū ⋅ A∇u + k2k2n| u | 2dx ≥ c͂||u||2H2 (D )， （26）
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其中任意u ∈ H 2 (D )，存在常数 c͂ > 0 .

对任意φ ∈ H 32 (∂D )，令u = S ik ( I + K′ik + S ik )-1 - S ikn ( I + K′ikn + S ikn )-1.由引理4可知，u ∈ H 2 (D )有
∇ ⋅ A∇u = k2S ik ( I + K′ik + S ik )-1φ - k2nS ikn ( I + K′ikn + S ikn )-1φ.

进一步得到

(Δ - k2 ) (∇ ⋅ A∇ - k2n )u = Δ(∇ ⋅ A∇u ) - k2n v ⋅ Δu - k2 v (∇ ⋅ A∇u ) + k2k2nu = 0. （27）

因此，得到边界条件

u = S ik ( I + K′ik + S ik )-1φ - S ikn ( I + K′ikn + S ikn )-1φ = P ( ik；i)φ， (28)
∂u
∂νA + u = ( I + K′ik ) ⋅ ( I + K′ik + S ik )

-1φ - ( I + K′ikn ) ⋅ ( I + K′ikn + S ikn )-1φ
+ S ik ( I + K′ik + S ik )-1φ -S ikn ( I + K′ikn + S ikn )-1φ

= ( I + K′ik + S ik ) ( I + K′ik + S ik )-1φ - ( I + K′ikn + S ikn ) ( I + K′ikn + S ikn )-1φ = 0， (29)

∂(∇ ⋅ A∇u )
∂νA + ∇ ⋅ A∇u = k2 ( I + K′ik ) ⋅ ( I + K′ik + Sik )-1φ - k2n ( I + K′ikn ) ⋅ ( I + K′ikn + Sikn )-1φ

+ k2Sik ( ( I + K′ik + Sik )-1φ -k2nSikn ( I + K′ikn + Sikn )-1φ
= (k2 - k2n )φ，

（30）

这里令 v = ū，将式（27）~（30）代入式（25），有

-∫
D
Δū ⋅ (∇ ⋅ A∇u ) + k2n|∇u | 2 + k2∇ū ⋅ A∇u + k2k2n| u | 2dx

= ∫∂D ( ū ∂(∇ ⋅ A∇u )∂ν - (∇ ⋅ A∇u ) ⋅ ∂ū∂ν ) ds - k2n∫∂D ū ∂u∂ν ds - k2∫∂D ū ∂u∂νA ds
= ∫∂D ( ū ( (k2 - k2n )φ - ∇ ⋅ A∇u ) - (∇ ⋅ A∇u ) (-ū ) + (k2 + k2n )ū ⋅ u ) ds
= (k2 - k2n ) ∫∂Dφ ⋅ - -- -- -- ----- -- --P ( ik；i)φ ds + (k2 + k2n ) ∫∂D|u|2ds.

进一步有

(k2n - k2 ) ∫∂Dφ ⋅ - -- -- -- ----- -- --P ( ik；i)φ ds - (k2 + k2n ) ∫∂D|u|2 ds ≥ c͂||u||2H2 (D ) ≥ C||φ||2H-32 (∂D ) .
因此有

(k2n - k2 ) ∫∂Dφ ⋅ - -- -- -- ----- -- --P ( ik；i)φ ds ≥ C||φ||2
H-

32 (∂D )， （31）

其中任意φ ∈ H-32 (∂D )和存在常数C > 0 .
定理2 算子P (k；η ) + k2 - k2n|k|2 - |kn|2 P ( i|k|；i)：H-32 (∂D ) → H 32 (∂D )是紧算子。

证明 对任意φ ∈ H-32 (∂D )，定义

u = Sk ( I + K′k - iηSk )-1φ - Skn ( I + K′kn - iηSkn )-1φ，
u i = S i|k| ( I + K′i|k| + S i|k| )-1φ - S i|kn| ( I + K′i|kn| + S i|kn| )-1φ.

然后令U = u + k2 - k2n|k|2 - |kn|2 ui，U ∈ H 2 (D ). 于是有

Δ(∇ ⋅ A∇U ) = k4Sk ( I + K′k - iηSk )-1φ - k2nSkn ( I + K′kn - iηSkn )-1φ
+ k2 - k2n|k|2 - |kn|2 (|k|

4S i|k| ( I + K′i|k| + S i|k| )-1φ - | kn|4S i|kn| ( I + K′i|kn| + S i|kn| )-1φ ).
并且有

Δ(∇ ⋅ A∇U ) = F (u，u i )，
其中F (u，u i ) ∈ L2 (D )，且
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F (u，u i ) = -k2k2nu - (k2 + k2n )∇ ⋅ A∇u - k2 - k2n|k|2 - |kn|2 [ |k|
2|kn|2u i - (|k|2 + |kn|2 )∇ ⋅ A∇u i ) ] .

进一步在边界∂D上得到
∂U
∂νA + U = (1 + iη )u，

∂(∇ ⋅ A∇U )
∂νA + ∇ ⋅ A∇U = (1 + iη )∇ ⋅ A∇u.

由引理 4 可知，u在 ∂D上的迹在 H 32 (∂D )中，u在 ∂D上的 ∇ ⋅ A∇u在 H-12 (∂D )中，其对应的映射从

φ ∈ H-32 (∂D )到迹是有界的。根据标准椭圆理论，即 Lax-Milgram 定理，对于任意 F ∈ L2 (D )和 g = (1 +
iη )∇ ⋅ A |∇u ∂D ∈ H-12 (∂D )，存在唯一解V ∈ H 1 (D )满足

∇ ⋅ A∇V = F， 在 D内，
∂V
∂νA + V = g， 在 ∂D上，

且映射 (F，g ) ↦ V从 L2 (D ) × H-1/2 (∂D )到 H 1 (D )是连续映射［23］，那么 w = V - ∇ ⋅ A∇U是调和的，且属于

L2Δ (D )，并在∂D上满足∂νAw + w = 0.

因此，根据格林公式，迹 |w ∂D ∈ H-32 (∂D )是 ( I + K′0 + S0 )在H-32 (∂D )中的核，其中K′0和 S0当 k = 0时式

（14）和式（15）给出的边界积分算子。

由引理 3知，算子 ( I + K′0 + S0 )的核是平凡的，于是∇ ⋅ A∇U = V. 因此，∇ ⋅ A∇U属于H 1 (D )且线性算

子从φ ∈ H-32 (∂D )映射到∇ ⋅ A∇U ∈ H 1 (D )是有界的。

现在应用正则性结果，v ∈ H 1 (D )是Δv - v = G在D中的解，G ∈ H 1 (D )，在边界上满足Neumann边界

条件：∂ν v = g，g ∈ H 32 (∂D )，则 v ∈ H 3 (D )，且 (G，g ) ↦ v从H 1 (D ) × H 32 (∂D )到H 3 (D )是连续映射［23］，鉴

于映射φ ↦ |u ∂D从H-32 (∂D )到H 32 (∂D )的有界性。

对 v = U应用正则性结果，则 U ∈ H 3 (D )，且 φ → U从 H-32 (∂D )到 H 3 (D )是有界的。因此，映射

φ ↦ |U ∂D从H-32 (∂D )到H 52 (∂D )是有界的。

而 |U ∂D = P (k；η ) + k2 - k2n|k|2 - |kn|2 P ( i|k|；i)是从H 52 (∂D )紧嵌入到H 32 (∂D )，得证。

总之，定理 1和定理 2给出下面的结果，特别地，可以从中得到在折射率为常数的特殊情况下，重新

建立传输特征值的离散性。

定理 3 当 k ∈ C，且 Re (k ) > 0，Im (k ) ≥ 0时，P (k；η )：H-32 (∂D ) → H 32 (∂D )是指数为 0 的 Fredholm

算子且解析。

证明 由定理 1知，(k2n - k2 )P ( ik；i)：H-32 (∂D ) → H 32 (∂D )是强制性的，即是可逆有界的。且由定理 2

可知，P (k；η ) + k2 - k2n|k|2 - |kn|2 P ( i|k|；i)：H-32 (∂D ) → H 32 (∂D )是紧算子。

根据定理 23［20］：若一个算子等于一个可逆有界的算子与一个紧算子之和，则称这个算子是指数为 0

的 Fredholm 算子。因此，P (k；η )：H-32 (∂D ) → H 32 (∂D )是指数为 0 的 Fredholm 算子，且在 k ∈ C，且

Re (k ) > 0，Im (k ) ≥ 0里解析，得证。
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